
计算机视觉

模型拟合



本节主题：

最小二乘法拟合



本节主题：

最小二乘法拟合
Hough变换



本节主题：

最小二乘法拟合
Hough变换
RANSAC





Henry Cavill













希望将模型与观察到的特征相关联
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这些模型实例中的哪一个获得了
哪些特征？
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气泡室轨迹



Peter Hart, Signal Processing Magazine, 2009
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获得投票最多的模型当选

噪点和外点也投票，但通常他们的投票是
不一致的
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H: 累加器阵列
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𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥0 cos 𝜃 + 𝑦0 sin 𝜃 = 𝜌



𝑥0 cos 𝜃 + 𝑦0 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2
𝑥0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

cos 𝜃 +
𝑦0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

sin 𝜃



𝑥0 cos 𝜃 + 𝑦0 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2
𝑥0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

cos 𝜃 +
𝑦0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

sin 𝜃

令 𝜙 = tan−1
𝑦0
𝑥0



𝑥0 cos 𝜃 + 𝑦0 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2
𝑥0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

cos 𝜃 +
𝑦0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

sin 𝜃

令 𝜙 = tan−1
𝑦0
𝑥0

cos 𝜙 sin𝜙



𝑥0 cos 𝜃 + 𝑦0 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2
𝑥0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

cos 𝜃 +
𝑦0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

sin 𝜃

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2 cos 𝜙 cos 𝜃 + sin𝜙 sin 𝜃

令 𝜙 = tan−1
𝑦0
𝑥0



𝑥0 cos 𝜃 + 𝑦0 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2
𝑥0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

cos 𝜃 +
𝑦0

𝑥0
2 + 𝑦0

2

sin 𝜃

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2 cos 𝜙 cos 𝜃 + sin𝜙 sin 𝜃

令 𝜙 = tan−1
𝑦0
𝑥0

𝜌 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2 cos 𝜃 − 𝜙



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



𝑥

𝑦

图像空间

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝜌

𝜌

𝜃

Hough (参数) 空间
𝜃

𝜌



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:      foreach 𝜃 = 𝜃min to 𝜃max do
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += 1
6:      end
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:      foreach 𝜃 = 𝜃min to 𝜃max do
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += 1
6:      end
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:      foreach 𝜃 = 𝜃min to 𝜃max do
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += 1
6:      end
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += 1
6:
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:           𝜃 = angle ∇𝐼 𝑥, 𝑦
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += 1
6:
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:           𝜃 = angle ∇𝐼 𝑥, 𝑦
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += 1
6:
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:           𝜃 = angle ∇𝐼 𝑥, 𝑦
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += 1
6:
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:           𝜃 = angle ∇𝐼 𝑥, 𝑦
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 +=
6:
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



1: Initialize 𝐻 𝜌, 𝜃 = 0
2: foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:           𝜃 = angle ∇𝐼 𝑥, 𝑦
4:           𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃
5:           𝐻 𝜌, 𝜃 += ∇𝐼 𝑥, 𝑦
6:
7: end
8: 𝜌∗, 𝜃∗ = arg max

𝜌,𝜃
𝐻 𝜌, 𝜃



输入图像



Canny边缘



Hough直线



Hough空间

𝜃

𝜌



实时车道线检测





Hough圆变换



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

𝑟



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

𝑟



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

𝑟



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

𝑟



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

𝑟



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

𝑟



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

𝑟



𝑥𝑖 − 𝛼 2 + 𝑦𝑖 − 𝛽 2 = 𝑟2

𝛼

𝛽

𝑟

𝑥

𝑦
𝛼 = 𝑥𝑖 + 𝑟 cos 𝜃
𝛽 = 𝑦𝑖 + 𝑟 sin 𝜃



1:   Initialize 𝐻 𝛼, 𝛽, 𝑟 = 0
2:   foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:       foreach possible radius 𝑟 do
4:           foreach possible gradient direction 𝜃 do
5:               𝛼 = 𝑥 + 𝑟 cos 𝜃
6:               𝛽 = 𝑦 + 𝑟 cos 𝜃
7:               𝐻 𝛼, 𝛽, 𝑟 += 1
8:           end
9:       end
10: end
11: 𝛼∗, 𝛽∗, 𝑟∗ = arg max

𝛼,𝛽,𝑟
𝐻 𝛼, 𝛽, 𝑟



1:   Initialize 𝐻 𝛼, 𝛽, 𝑟 = 0
2:   foreach edgel 𝑒 ∈ 𝐼 𝑥, 𝑦 do
3:       foreach possible radius 𝑟 do
4:           foreach possible gradient direction 𝜃 do
5:               𝛼 = 𝑥 + 𝑟 cos 𝜃
6:               𝛽 = 𝑦 + 𝑟 cos 𝜃
7:               𝐻 𝛼, 𝛽, 𝑟 += 1
8:           end
9:       end
10: end
11: 𝛼∗, 𝛽∗, 𝑟∗ = arg max

𝛼,𝛽,𝑟
𝐻 𝛼, 𝛽, 𝑟





优点



优点

所有点都是独立处理的



优点

所有点都是独立处理的

对外点具有鲁棒性



优点

所有点都是独立处理的

对外点具有鲁棒性

可以在一次处理过程中检测
多个模型实例



缺点



缺点

搜索时间复杂度随参数个数
呈指数增长



缺点

搜索时间复杂度随参数个数
呈指数增长

非目标形状会在参数空间产
生伪峰



缺点

搜索时间复杂度随参数个数
呈指数增长

非目标形状会在参数空间产
生伪峰

难以选择最佳量化



任意形状
怎么办？



Pattern Recognition, 1981



2
主要步骤



步骤1
构建形状模型







定义一个参考点，𝐚



定义一个参考点，𝐚

𝐚
×



在每个边界点，计算位移向量𝐫𝑖 = 𝐚 − 𝐩𝑖

𝐚
×



𝐚

在每个边界点，计算位移向量𝐫𝑖 = 𝐚 − 𝐩𝑖

𝐫𝑖 = 𝐚 − 𝐩𝑖

×



𝐚
×

在每个边界点，计算位移向量𝐫𝑖 = 𝐚 − 𝐩𝑖

𝐫𝑖 = 𝐚 − 𝐩𝑖



𝐚
×

𝐫𝑖 = 𝐚 − 𝐩𝑖

将位移矢量存储在由梯度方向𝜃索引的表中



𝐚
×

𝐫𝑖 = 𝐚 − 𝐩𝑖

将位移矢量存储在由梯度方向𝜃索引的表中

𝜃𝑖

𝜃𝑗
𝜃𝑘



步骤2
形状检测



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦

𝜃



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



𝑥

𝑦



视觉码字



视觉码字



视觉码字

训练图像



视觉码字

训练图像



视觉码字

训练图像



视觉码字

训练图像



视觉码字

训练图像



视觉码字

训练图像



视觉码字

训练图像



视觉码字

训练图像



Leibe, Leonardis and Schiele, “Combined Object Categorization 
and Segmentation with Implicit Shape Model”, 2004

测试图像



Leibe, Leonardis and Schiele, “Combined Object Categorization 
and Segmentation with Implicit Shape Model”, 2004

测试图像



Leibe, Leonardis and Schiele, “Combined Object Categorization 
and Segmentation with Implicit Shape Model”, 2004

测试图像



Leibe, Leonardis and Schiele, “Combined Object Categorization 
and Segmentation with Implicit Shape Model”, 2004

测试图像



RANdom SAmple Consensus
随机抽样一致

RANSAC



Communications of the ACM, 1981Communications of the ACM, 1981



将参数模型拟合到包含外点的数据的
一般过程



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



4
主要步骤



步骤1
选择最小点集



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



步骤2
找到最合适的直线



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



步骤3
确定内点



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥



𝑦

𝑥

𝛿

𝛿



𝑦

𝑥

𝛿

𝛿



步骤4
将步骤1-3重复𝑵次并使用具有
最多内点的样本估计最终模型





需要多少次

采样？



𝑁 =
log 1 − 𝑝

log 1 − 1 − 𝑒 𝑠

𝑝 = 期望的得到一个好采样的概率

𝑒 = 点是外点的概率

𝑠 = 一次采样的点数

𝑁 = 采样的次数



看懵了？



𝑝 = 期望的得到一个好采样的概率

𝑒 = 点是外点的概率

𝑠 = 一次采样的点数

𝑁 = 采样的次数

1 − 𝑒



𝑝 = 期望的得到一个好采样的概率

𝑒 = 点是外点的概率

𝑠 = 一次采样的点数

𝑁 = 采样的次数

1 − 𝑒



1 − 𝑒

𝑝 = 期望的得到一个好采样的概率

𝑒 = 点是外点的概率
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容易实现

适用于多种不同的情景



缺点



缺点

要调整的参数很多



缺点

要调整的参数很多

如果内点/外点的比例太小，则
无法使用
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