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“好”特征是怎样炼成的？



可重复性

尽管经过几何/光度映射，依然可以在其他图像中找到
相同的特征



输入图像



光度变换

𝐼new 𝑥, 𝑦 = 𝛼𝐼 𝑥, 𝑦 + 𝛽



输入图像



几何变换



可重复性

尽管经过几何/光度映射，依然可以在其他图像中找到
相同的特征



可重复性
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相同的特征

显著性

每个特征都是不同的
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紧凑性和效率

特征要比图像像素少很多
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局部性

特征占据图像的一个相对较小的区域
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显著性
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局部性
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什么是角点？



什么是角点？

















为什么要用角点？



为什么要用角点？











Harris角点





分析信号的局部变化



分析信号的局部变化
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“边缘”
沿边缘方向
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“平坦”区域
各方向
无变化

“角点”
各方向
显著变化



移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化
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𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化

几乎不变的块

𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 ≈ 0
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“边缘”块

𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦

沿着一个方向变化大
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𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化

“角点”块

𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦

沿着两个方向变化大



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2
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回顾：泰勒级数



𝑓 𝑥 + 𝑢 = 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 𝑢 +
1

2
𝑓′′ 𝑥 𝑢2 + h. o. t.



𝑓 𝑥 + 𝑢 ≈ 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 𝑢 +
1

2
𝑓′′ 𝑥 𝑢2 + h. o. t.



𝑓 𝑥 + 𝑢 ≈ 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 𝑢 +
1

2
𝑓′′ 𝑥 𝑢2 + h. o. t.



𝑦 = 𝑒𝑥

𝑥



𝑦 = 𝑒𝑥

𝑥



𝑦 = 𝑒𝑥

𝑥



𝑦 = 𝑒𝑥

𝑥

𝑓 𝑥 + 𝑢 ≈ 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 𝑢



𝑓 𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣 = 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 𝑢 + 𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 𝑣

+
1

2
𝑓𝑥𝑥 𝑥, 𝑦 𝑢2 + 𝑓𝑥𝑦 𝑥, 𝑦 𝑢𝑣 + 𝑓𝑦𝑦 𝑥, 𝑦 𝑣2

+h. o. t.



𝑓 𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣 ≈ 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 𝑢 + 𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 𝑣

+
1

2
𝑓𝑥𝑥 𝑥, 𝑦 𝑢2 + 𝑓𝑥𝑦 𝑥, 𝑦 𝑢𝑣 + 𝑓𝑦𝑦 𝑥, 𝑦 𝑣2

+h. o. t.



𝑓 𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣 ≈ 𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑓𝑥 𝑥, 𝑦 𝑢 + 𝑓𝑦 𝑥, 𝑦 𝑣

+
1

2
𝑓𝑥𝑥 𝑥, 𝑦 𝑢2 + 𝑓𝑥𝑦 𝑥, 𝑦 𝑢𝑣 + 𝑓𝑦𝑦 𝑥, 𝑦 𝑣2

+h. o. t.



𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑥

𝑦



𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑥

𝑦



𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑥

𝑦

𝑓 𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣 ≈
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泰勒级数展开
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𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化

泰勒级数展开

≈ ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 ∆𝑥 − 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑦
2



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化

泰勒级数展开

≈ ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 ∆𝑥 − 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑦
2



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化

泰勒级数展开

≈ ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 ∆𝑥 − 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑦
2

展开



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

移位 ∆𝒙, ∆𝒚 后的强度变化

泰勒级数展开

≈ ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 ∆𝑥 − 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑦
2

展开

= ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 2∆𝑥2 + 2𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑥∆𝑦 + 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 2∆𝑦2



改写成矩阵

𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

泰勒级数展开

≈ ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 ∆𝑥 − 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑦
2

展开

= ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 2∆𝑥2 + 2𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑥∆𝑦 + 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 2∆𝑦2



改写成矩阵

𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2

𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 2

泰勒级数展开

≈ ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼 𝑥, 𝑦 − 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 ∆𝑥 − 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑦
2

展开

= ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦 𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 2∆𝑥2 + 2𝐼𝑥 𝑥, 𝑦 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 ∆𝑥∆𝑦 + 𝐼𝑦 𝑥, 𝑦 2∆𝑦2



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2



回顾：线性代数



定义：一个𝑑 × 𝑑矩阵𝐌有特征值𝜆，如果存在一个𝑑维
向量𝐮 ≠ 𝟎，使得



定义：一个𝑑 × 𝑑矩阵𝐌有特征值𝜆，如果存在一个𝑑维
向量𝐮 ≠ 𝟎，使得

𝐌𝐮 = 𝜆𝐮



定义：一个𝑑 × 𝑑矩阵𝐌有特征值𝜆，如果存在一个𝑑维
向量𝐮 ≠ 𝟎，使得

𝐌𝐮 = 𝜆𝐮

这个𝐮是对应于特征值𝜆的特征向量。



定义：一个矩阵𝐁是对称的，如果𝐁 = 𝐁T。



定义：一个矩阵𝐁是对称的，如果𝐁 = 𝐁T。

例如，
1 7 3
7 4 −5
3 −5 6



定理：令𝐌是一个𝑑 × 𝑑实对称矩阵，它具有特征值
𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑑，及对应的正交特征向量𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑑。那么：



定理：令𝐌是一个𝑑 × 𝑑实对称矩阵，它具有特征值
𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑑，及对应的正交特征向量𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑑。那么：

𝐌 = 𝐮1 𝐮2 ⋯ 𝐮𝑑

𝜆1

𝜆2
⋱

𝜆𝑑

𝐮1
T

𝐮2
T

⋮
𝐮𝑑

T



定理：令𝐌是一个𝑑 × 𝑑实对称矩阵，它具有特征值
𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑑，及对应的正交特征向量𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑑。那么：

𝐌 = 𝐮1 𝐮2 ⋯ 𝐮𝑑

𝜆1

𝜆2
⋱

𝜆𝑑

𝐮1
T

𝐮2
T

⋮
𝐮𝑑

T
𝐑



定理：令𝐌是一个𝑑 × 𝑑实对称矩阵，它具有特征值
𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑑，及对应的正交特征向量𝐮1, ⋯ , 𝐮𝑑。那么：

𝐌 = 𝐮1 𝐮2 ⋯ 𝐮𝑑

𝜆1

𝜆2
⋱

𝜆𝑑

𝐮1
T

𝐮2
T

⋮
𝐮𝑑

T
𝐑

𝐑T



定义：一个𝑑 × 𝑑实对称矩阵𝐌 是半正定的，如果



定义：一个𝑑 × 𝑑实对称矩阵𝐌 是半正定的，如果

对所有𝐳 ∈ ℝ𝑑，有𝐳T𝐌𝐳 ≥ 0



定义：一个𝑑 × 𝑑实对称矩阵𝐌 是半正定的，如果

对所有𝐳 ∈ ℝ𝑑，有𝐳T𝐌𝐳 ≥ 0



回顾：线性代数



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2

𝐌 = 𝐑
𝜆1 0
0 𝜆2

𝐑T



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2

𝐌 = 𝐑
𝜆1 0
0 𝜆2

𝐑T



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2

𝐌 = 𝐑
𝜆1 0
0 𝜆2

𝐑T



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2

𝐌 = 𝐑
𝜆1 0
0 𝜆2

𝐑T



𝐑
𝜆1 0
0 𝜆2

𝐑T



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱
𝜆1 0
0 𝜆2



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

单位圆



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

单位圆

𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

单位圆

𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝐑T𝐱

𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱



𝐱T𝐑
𝜆1 0

0 𝜆2

𝜆1 0

0 𝜆2

𝐑T𝐱

特征值表明一个块是否是一个角点



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1

“角点”
𝜆1 ≈ 𝜆2

𝜆1 ≫ 0
𝜆2 ≫ 0



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1

“角点”
𝜆1 ≈ 𝜆2

𝜆1 ≫ 0
𝜆2 ≫ 0



计算每个图像点的特征值的计算代价很高
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Harris角点



im = cv2.imread('parliament.jpg', cv2.IMREAD_GRAYSCALE)

im = im.astype(float)/255.0

sigma = 5

g = cv2.getGaussianKernel(2*sigma*3+1, sigma)

Ix = cv2.Sobel(im, -1, dx=1, dy=0)

Iy = cv2.Sobel(im, -1, dx=0, dy=1)

Ix2 = cv2.filter2D(Ix**2, -1, g, cv2.BORDER_REFLECT)

Iy2 = cv2.filter2D(Iy**2, -1, g, cv2.BORDER_REFLECT)

Ixy = cv2.filter2D(Ix*Iy, -1, g, cv2.BORDER_REFLECT)

k = 0.04  # k is between 0.04 and 0.06

# --- r = Det(M) – k·Trace(M)^2 ---

r = (Ix2*Iy2 - Ixy**2) - k*(Ix2 + Iy2)**2

# --- find local maxima and threshold ---
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检测到的多尺度斑点



Lindeberg, Feature Detection with Automatic Scale Selection, IJCV, 1998
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步骤1：找出图像块的主导方向
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太长不看？





1. 关键点检测



1. 关键点检测
跨图像位置和尺度搜索特征响应极值



2. 关键点方向对齐

1. 关键点检测
跨图像位置和尺度搜索特征响应极值



2. 关键点方向对齐
确定每个关键点的最佳方向

1. 关键点检测
跨图像位置和尺度搜索特征响应极值



2. 关键点方向对齐
确定每个关键点的最佳方向

1. 关键点检测
跨图像位置和尺度搜索特征响应极值

3. 关键点描述



2. 关键点方向对齐
确定每个关键点的最佳方向

1. 关键点检测
跨图像位置和尺度搜索特征响应极值

3. 关键点描述
在选定的尺度和旋转下，用区域图像梯度描述关键点



2. 关键点方向对齐
确定每个关键点的最佳方向

1. 关键点检测
跨图像位置和尺度搜索特征响应极值

3. 关键点描述
在选定的尺度和旋转下，用区域图像梯度描述关键点























SIFT
Scale-Invariant Feature Transform

尺度不变特征变换



SIFT
Scale-Invariant Feature Transform

尺度不变特征变换



SIFT
Scale-Invariant Feature Transform

尺度不变特征变换







还有一件事...



机器学习
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