
计算机视觉

视觉运动



本节主题：
亮度恒常约束



本节主题：
亮度恒常约束
光流估计



𝑓: ℝ2 → ℝ or 𝑓: ℝ2 → ℝ3



𝑥

𝑦

𝑡

𝑓: ℝ3 → ℝ or 𝑓: ℝ3 → ℝ3



埃德沃德·迈布里奇
1830 - 1904















运动分析





跟踪：Babenko et al., CVPR, 2009



最先进的跟踪器



鸣谢： Boris Babenko



细胞跟踪



视频分割

鸣谢：Katerina Fragkiadaki



视频稳定（去抖动）



动作检测（识别）

Derpanis et al., PAMI, 2013



自动导航

鸣谢：Andreas Geiger



可视化



可视化



Perception & Psychophysics, 1973







𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 + ∆𝑡



输入序列



光流



光流



光流



𝐏

𝑧

𝑦

像平面



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面



运动场
3D场景速度在像平面上的投影



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面

𝐕



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面

𝐕



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面

𝐕

𝐯



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面
𝐯 =

Τ𝑑𝑥 𝑑𝑡
Τ𝑑𝑦 𝑑𝑡

=
𝑑𝐩

𝑑𝑡

𝐕

𝐯



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面
𝐯 =

Τ𝑑𝑥 𝑑𝑡
Τ𝑑𝑦 𝑑𝑡

=
𝑑𝐩

𝑑𝑡

𝐕

𝐯



𝐏

𝑧

𝑦

𝐩 = Π 𝐏

像平面
𝐯 =

Τ𝑑𝑥 𝑑𝑡
Τ𝑑𝑦 𝑑𝑡

=
𝑑𝐩

𝑑𝑡

=
𝑑Π 𝐏

𝑑𝑡

𝐕

𝐯



光流
图像中亮度图案的表观运动速度的分布



光流
图像中亮度图案的表观运动速度的分布



我们想要运动场



我们想要运动场



我们计算光流



我们计算光流



理想的光流和运动场是等价的



运动场

≠
光流











运动场

≠
光流



鸣谢：GoPro













运动场

≠
光流





光流为运动场提供了一个良好的近似





图像点的亮度随时间保持恒定



图像点的亮度随时间保持恒定



𝐼

𝐼 𝑥, 𝑡

𝑥



𝐼

𝐼 𝑥, 𝑡

𝑥



𝐼

𝐼 𝑥, 𝑡

𝑥

𝐼 𝑥, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼

𝐼 𝑥, 𝑡

𝑥

𝐼 𝑥, 𝑡 + ∆𝑡∆𝑥



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

假设时间间隔很短



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡







𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡



回顾：泰勒级数



𝑓 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧 + ∆𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧



𝑓 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧 + ∆𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧

+𝑓𝑥 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∆𝑥 + 𝑓𝑦 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∆𝑦 + 𝑓𝑧 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∆𝑧

+h. o. t.



回顾：泰勒级数



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

泰勒级数



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

泰勒级数



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

泰勒级数

化简



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

泰勒级数

化简



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

泰勒级数

化简

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t. = 0



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

泰勒级数

化简

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t. = 0

除以∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢∆𝑡, 𝑦 + 𝑣∆𝑡, 𝑡 + ∆𝑡

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

泰勒级数

化简

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t. = 0

除以∆𝑡

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+ h. o. t. = 0



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

化简

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t. = 0

除以∆𝑡

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+ h. o. t. = 0

∆𝑡 → 0



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t.

化简

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣∆𝑡 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
∆𝑡 + h. o. t. = 0

除以∆𝑡

𝜕𝐼

𝜕𝑥
𝑢 +

𝜕𝐼

𝜕𝑦
𝑣 +

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+ h. o. t. = 0

∆𝑡 → 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝑣

𝑢



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝐮T∇𝐼 = −𝐼𝑡



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝐮T∇𝐼 = −𝐼𝑡

𝐮T
∇𝐼

∇𝐼
= −

𝐼𝑡

∇𝐼



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0
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𝐮T∇𝐼 = −𝐼𝑡

𝐮T
∇𝐼
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= −

𝐼𝑡

∇𝐼



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝐮T∇𝐼 = −𝐼𝑡

𝐮T
∇𝐼

∇𝐼
= −

𝐼𝑡

∇𝐼



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝐮T∇𝐼 = −𝐼𝑡

𝐮T
∇𝐼

∇𝐼
= −

𝐼𝑡

∇𝐼

−
𝐼𝑡

∇𝐼



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝐮T∇𝐼 = −𝐼𝑡

𝐮T
∇𝐼

∇𝐼
= −

𝐼𝑡

∇𝐼

𝐯normal = −
𝐼𝑡

∇𝐼

∇𝐼

∇𝐼



𝑣

𝑢

𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

亮度恒常约束：𝐼𝑥𝑢 + 𝐼𝑦𝑣 + 𝐼𝑡 = 0

𝐮T∇𝐼 = −𝐼𝑡

𝐮T
∇𝐼

∇𝐼
= −

𝐼𝑡

∇𝐼

𝐯normal = −
𝐼𝑡

∇𝐼

∇𝐼

∇𝐼



















孔径问题



孔径问题



孔径问题

表观运动



孔径问题

真实运动





估计光流





局部



局部 全局
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𝐼𝑥 𝐩1

𝐼𝑥 𝐩2

𝐼𝑦 𝐩1

𝐼𝑦 𝐩2

⋮
𝐼𝑥 𝐩𝑁2

⋮
𝐼𝑦 𝐩𝑁2

𝑢
𝑣

=

𝐼𝑡 𝐩1

𝐼𝑡 𝐩2

⋮
𝐼𝑡 𝐩𝑁2



𝐼𝑥 𝐩1

𝐼𝑥 𝐩2

𝐼𝑦 𝐩1

𝐼𝑦 𝐩2

⋮
𝐼𝑥 𝐩𝑁2

⋮
𝐼𝑦 𝐩𝑁2

𝑢
𝑣

=

𝐼𝑡 𝐩1

𝐼𝑡 𝐩2

⋮
𝐼𝑡 𝐩𝑁2

𝐀𝑁2×2



𝐼𝑥 𝐩1

𝐼𝑥 𝐩2

𝐼𝑦 𝐩1

𝐼𝑦 𝐩2

⋮
𝐼𝑥 𝐩𝑁2

⋮
𝐼𝑦 𝐩𝑁2

𝑢
𝑣

=

𝐼𝑡 𝐩1

𝐼𝑡 𝐩2

⋮
𝐼𝑡 𝐩𝑁2

𝐀𝑁2×2 𝐯2×1



𝐼𝑥 𝐩1

𝐼𝑥 𝐩2

𝐼𝑦 𝐩1

𝐼𝑦 𝐩2

⋮
𝐼𝑥 𝐩𝑁2

⋮
𝐼𝑦 𝐩𝑁2

𝑢
𝑣

=

𝐼𝑡 𝐩1

𝐼𝑡 𝐩2

⋮
𝐼𝑡 𝐩𝑁2

𝐀𝑁2×2 𝐯2×1 𝐛𝑁2×1



𝐼𝑥 𝐩1

𝐼𝑥 𝐩2

𝐼𝑦 𝐩1

𝐼𝑦 𝐩2

⋮
𝐼𝑥 𝐩𝑁2

⋮
𝐼𝑦 𝐩𝑁2

𝑢
𝑣

=

𝐼𝑡 𝐩1

𝐼𝑡 𝐩2

⋮
𝐼𝑡 𝐩𝑁2

𝐀𝑁2×2 𝐯2×1 𝐛𝑁2×1



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2



𝑢

𝑣



𝑢

𝑣

×



𝑢

𝑣

×



𝑢

𝑣

×



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2

𝐀T𝐀𝐯 = 𝐀T𝐛 正规方程



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2

𝐀T𝐀𝐯 = 𝐀T𝐛

෍ 𝐼𝑥
2 ෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦 ෍ 𝐼𝑦
2

𝑢
𝑣

= −

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑡

෍ 𝐼𝑦𝐼𝑡

𝐀T𝐀2×2 𝐯2×1 𝐀T𝐛2×1



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2

𝐀T𝐀𝐯 = 𝐀T𝐛

෍ 𝐼𝑥
2 ෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦 ෍ 𝐼𝑦
2

𝑢
𝑣

= −

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑡

෍ 𝐼𝑦𝐼𝑡

𝐀T𝐀2×2 𝐯2×1 𝐀T𝐛2×1



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2

𝐀T𝐀𝐯 = 𝐀T𝐛

𝐀T𝐀2×2 𝐯2×1

෍ 𝐼𝑥
2 ෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦 ෍ 𝐼𝑦
2

𝑢
𝑣

= −

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑡

෍ 𝐼𝑦𝐼𝑡

𝐀T𝐛2×1



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2



𝐸 ∆𝑥, ∆𝑦 = ∆𝑥 ∆𝑦 𝐌
∆𝑥
∆𝑦

其中

𝐌 = ෍

𝑥,𝑦

𝑤 𝑥, 𝑦
𝐼𝑥

2 𝐼𝑥𝐼𝑦

𝐼𝑥𝐼𝑦 𝐼𝑦
2



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2

𝐀T𝐀𝐯 = 𝐀T𝐛

𝐀T𝐀2×2 𝐯2×1

෍ 𝐼𝑥
2 ෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦 ෍ 𝐼𝑦
2

𝑢
𝑣

= −

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑡

෍ 𝐼𝑦𝐼𝑡

𝐀T𝐛2×1



arg min
𝐯

𝐀𝐯 − 𝐛 2

𝐀T𝐀𝐯 = 𝐀T𝐛

෍ 𝐼𝑥
2 ෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑦 ෍ 𝐼𝑦
2

𝑢
𝑣

= −

෍ 𝐼𝑥𝐼𝑡

෍ 𝐼𝑦𝐼𝑡

𝐀T𝐀2×2 𝐯2×1 𝐀T𝐛2×1

𝐯 = 𝐀T𝐀
−𝟏

𝐀T𝐛



可解性条件？
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−𝟏
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“平坦” “边缘” “角点”



可解性条件？

𝐀T𝐀是可逆的

𝐀T𝐀的特征值𝜆1, 𝜆2 ≫ 0

𝐀T𝐀 应该是良置的， Τ𝜆1 𝜆2 不太大

“平坦” “边缘” “角点”
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𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类
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𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小
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𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小
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𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类
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“边缘”
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𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1

“角点”
𝜆1 ≈ 𝜆2

𝜆1 ≫ 0
𝜆2 ≫ 0



𝜆2

𝜆1

使用𝐌的特征值对图像点分类

“平坦”区域
𝜆1和𝜆2很小

“边缘”
𝜆1 ≫ 𝜆2

“边缘”
𝜆2 ≫ 𝜆1

“角点”
𝜆1 ≈ 𝜆2

𝜆1 ≫ 0
𝜆2 ≫ 0



可解性条件？

𝐀T𝐀是可逆的

𝐀T𝐀的特征值𝜆1, 𝜆2 ≫ 0

𝐀T𝐀 应该是良置的， Τ𝜆1 𝜆2 不太大

“平坦” “边缘” “角点”



可解性条件？

𝐀T𝐀是可逆的

𝐀T𝐀的特征值𝜆1, 𝜆2 ≫ 0

𝐀T𝐀 应该是良置的， Τ𝜆1 𝜆2 不太大

“角点”



孔径问题



孔径问题



孔径问题



孔径问题



优点



优点

容易实现



优点

容易实现

快速计算



缺点



缺点

亮度不恒常时失效
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缺点

亮度不恒常时失效

当窗口内的强度结构较差时失效

沿着边界失效



缺点

亮度不恒常时失效

当窗口内的强度结构较差时失效

沿着边界失效

速度太快时失效



缺点

亮度不恒常时失效

当窗口内的强度结构较差时失效

沿着边界失效

速度太快时失效

局部的恒定平移是受限制的



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + ∆𝑥 𝐱; 𝐩 , 𝑦 + ∆𝑦 𝐱; 𝐩 , 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + ∆𝑥 𝐱; 𝐩 , 𝑦 + ∆𝑦 𝐱; 𝐩 , 𝑡 + ∆𝑡



𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + ∆𝑥 𝐱; 𝐩 , 𝑦 + ∆𝑦 𝐱; 𝐩 , 𝑡 + ∆𝑡



参数化运动示例

𝑥

𝑦



平移

参数化运动示例

𝑥

𝑦



平移

参数化运动示例

𝑥

𝑦



平移

参数化运动示例

𝑥

𝑦



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦

𝐼𝑥 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦 + 𝐼𝑦 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦 + 𝐼𝑡 ≈ 0



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦

𝐼𝑥 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦 + 𝐼𝑦 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦 + 𝐼𝑡 ≈ 0



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦

𝐼𝑥 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦 + 𝐼𝑦 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦 + 𝐼𝑡 ≈ 0



𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦

𝐼𝑥 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦 + 𝐼𝑦 𝑎4 + 𝑎5𝑥 + 𝑎6𝑦 + 𝐼𝑡 ≈ 0



KLT
Kanade-Lucas-Tomasi特征跟踪器



CVPR, 1994





1. 找到好的特征来跟踪



1. 找到好的特征来跟踪
Harris角点或两个特征值皆大于某阀值
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2. 计算帧间特征位移
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使用Lucas-Kanade方法估计块的平移
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Harris角点或两个特征值皆大于某阀值

2. 计算帧间特征位移

3. 验证块的外观

使用Lucas-Kanade方法估计块的平移

计算当前块和它在第一帧中的块之间的仿射配准。
如果仿射补偿图像太不相似，则丢弃该特征



1. 找到好的特征来跟踪
Harris角点或两个特征值皆大于某阀值

2. 计算帧间特征位移

3. 验证块的外观

使用Lucas-Kanade方法估计块的平移

计算当前块和它在第一帧中的块之间的仿射配准。
如果仿射补偿图像太不相似，则丢弃该特征



局部



全局



Artificial Intelligence, 1981



局部运动本质上是有歧义的



局部运动本质上是有歧义的

完全不明确的



局部运动本质上是有歧义的

完全不明确的

沿着法线方向是确定的，
沿着切线方向是不明确的



局部运动本质上是有歧义的

完全不明确的

沿着法线方向是确定的，
沿着切线方向是不明确的

无歧义



2
假设







第𝑡帧 第𝑡 + 1帧



第𝑡帧 第𝑡 + 1帧

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 1



第𝑡帧 第𝑡 + 1帧

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 1





𝑢𝐩



𝑢𝐩 ≈ 𝑢𝐧 其中 𝐧 ∈ 𝒩 𝐩

𝑢𝐩



𝑢𝐩 ≈ 𝑢𝐧 其中 𝐧 ∈ 𝒩 𝐩

𝑢𝐩



光度损失+平滑度损失



光度损失+平滑度损失



arg min
𝐮,𝐯

෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1
2

ൠቃ+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖+1,𝑗
2

+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖,𝑗+1
2

 



arg min
𝐮,𝐯

෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1
2

ൠቃ+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖+1,𝑗
2

+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖,𝑗+1
2

 



෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ ൫𝑢𝑖,𝑗 −



෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ ൫𝑢𝑖,𝑗 −



෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ ൫𝑢𝑖,𝑗 −



第𝑡帧 第𝑡 + 1帧

𝐼 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐼 𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 1



෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ ൫𝑢𝑖,𝑗 −



ൠቃ+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖+1,𝑗
2

+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖,𝑗+1
2

 

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1
2

n ෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2



ൠቃ+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖+1,𝑗
2

+ 𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖,𝑗+1
2

 

+𝜆 ൤ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗
2

+ 𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1
2

n ෍

𝑖,𝑗

൜ 𝐼𝑥𝑢𝑖,𝑗 + 𝐼𝑦𝑣𝑖,𝑗 + 𝐼𝑡
2
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火车在朝着哪个方向运动？
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大位移很难估计
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“我们是瘾君子！注
释数据是我们的海
洛因。”
——吉滕德拉·马利克（加
利福尼亚大学伯克利分校）
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